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O. Estrategia Maestra de Examen y Claves del P1

[
CLAVE DE ORO DEL EXAMEN

Estructura de la Evaluacién y Repeticion de Patrones

El examen del Primer Parcial consta de dos bloques equiponderados: Teoria (5 puntos) y Practica en MATLAB (5
puntos). El anélisis de las convocatorias oficiales y las orientaciones del profesorado confirman que los exdmenes
repiten siempre 4 familias de ejercicios:

¢ 1. Existenciay Unicidad Local de Esquemas Implicitos: Se resuelve siempre mediante el Teorema de la Funcion
Implicita (TFl) en 3 pasos universales.

e 2.Método de Newtony Condiciones de Convergencia: Expresion iterativa, Jacobiano regulary acotacion de h,, via
radio espectral p o signo de la derivada.

e 3.Errorde Consistenciay Orden: Desarrollo de Taylor en potencias de h,, para anularlos coeficientes ag, a1, ... 0
desarrollo centrado.

* 4.Leyes de Energia Discreta en Sistemas Gradiente: Técnica A: Convex Splittingcon F'(a) — F(b) < F'(a)(a — b)
yG(a) — G(b) < G'(b)(a — b) (Enero 2025); Técnica B: Taylor centrado de orden 3 en el punto medio con restos de
Lagrange (Enero 2026); Técnica C: Definicion directa de la Secante (Octubre 2025).

¢ 5. Problemas de Contorno (PCo): Principio del Maximo Continuo (2 pasos: estricto + perturbacion S ) Principio

del Maximo Discreto (combinacion lineal convexa), formulacion autoadjuntay condiciones de Neumann de orden 2
connodo fantasma.
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1. Problemas de Valor Inicial (PVI): Continuo y Fundamentos

I 1.1 Planteamiento Continuo y Espacios de Solucién

Consideramos el Problema de Valor Inicial (PVI) de Cauchy para un sistema de M ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden:

(1)

{M@)Zf@wﬁﬂ,tGHmW]
y(to) = vo

Datos del problema: EI dato inicial es yo € RM. La funcién campo de vectores es f : [to, ts] x RM — RM
(denominado "caso banda"). Se asume que f es continua respecto de (t, y) y localmente Lipschitziana respecto
de y: para todo compacto K C [to,tf] x RM, existe Lx > 0 tal que |f(t,y1) — f(t,42)| < Li|y1 — y2| para
todo (t’ yl)’ (tv y2) € K.

r
DEFINICION 1.1

Solucién Diferencial vs Solucion Integral
« Solucién Diferencial (Clasica): Una funcidnp € C*([to, t7]; RM)talque ¢'(t) = f(t, p(t)) paratodo
t € [ty,ts], cumpliendo ¢(ty) = ¥o.

« Solucién Integral (Mild Solution): Una funcion ¢ € C([to, t£]; RM) que satisface la ecuacién integral de
Volterra:

t

o) =w+ | Flop()ds, VEE ftty)

Observacion: Si f es continua, ambas definiciones son completamente equivalentes: toda soluciénintegral

es automaticamente de clase C'* por el Teorema Fundamental del Célculo.
.

[

TEOREMA1

Existencia, Unicidad y Alternativa de Prolongabilidad (Picard-Lindel&f)
Bajo las hipdtesis de continuidad de f y caracter localmente Lipschitziano en y:

1. Existe una Gnica solucién local ¢ definida enunintervalo [¢, to + §) cond > 0.

2. Alternativa de Prolongabilidad: Dicha solucion puede extenderse a una solucién maximal definida en
[to, Tmax). Se cumple exactamente una de las dos opciones;

o Lasoluciones global entodo elintervalo del problema, es decir, T, > 5.

o Lasolucion explota en tiempo finito (blow-up): existe t. < t; talquelimsup, ;- |¢(t)| = +oo.

\

I 1.2 Lemas de Gronwall Continuos

Las desigualdades de Gronwall son la herramienta analitica fundamental para acotar soluciones de ecuaciones
diferenciales, controlar su crecimientoy probar la estabilidad continua.



[

LEMA11

Lema de Gronwall Continuo — Version Diferencial

Seav € C*([to, t7])yseana,b € C([to,tf]). Sivsatisface lainecuacion diferencial:
v'(t) < a(t)v(t) +b(t), Vt € [to,ty],

entonces paratodot € [to, tf] setienelacota:

v(t) < exp ( /t t a(s) ds) v(to) + /t exp ( / ta(’r) dr> b(s) ds.

DEMOSTRACION RIGUROSA (VERSION DIFERENCIAL)

Paso 1: Construccién del factor integrante. Definimos la funcion u(t) = exp (— ft’; a(s) ds). Notese que

A
[

u(t) > Oparatodoty suderivadarespectodetes:

t
() = ~aexn (- [ ale)ds) = ettty
)
Paso 2: Derivacion del producto. Multiplicamos lainecuacion original v’ (t) — a(t)v(t) < b(t) por p(t) > 0:

% (0(O)u(t)) = o' (@)u(t) + o)W () = () — a(t)v(®)]p(t) < b(t)u(t).

Paso 3: Integracion directa. Integrando ambos miembros entre tg y t:

t

[ G ds < [ s ds — vOu) ~vto)utt) < [ baluts)ds

S to

Como u(ty) = exp(0) = 1, despejamos w(t) dividiendo por u(t) (o multiplicando por u(t)™ =

exp(ftz a(s)ds)):
p(s) oo

v(t) < u()v(to) + | bls) e

p(t)
tesis. ]

Observando que 48 — exp (— ftz a(r)dr + ftz a(r)dr) = exp <fsta(r)dr>, se obtiene exactamente la

Lema de Gronwall Continuo — Version Integral

Seanu,b € C([to,tf])ya € C([to,tf])cona(t) > 0.Sise cumple lainecuacidnintegral:

u(t) < u(tp) +/t (a(s)u(s) +b(s))ds, Vt € [to,tf],

entonces:

u(t) < exp ( /t t a(s) ds) u(to) + /t Cexp ( / t a(r) dr) b(s) ds.




[

A

DEMOSTRACION RIGUROSA (VERSION INTEGRAL)

Definimos la funcion auxiliar w(t) = ft

., @(s)u(s) ds. Claramente w(to) = 0y w'(t) = a(t)u(t). Por hipdtesis,

podemos escribir:
u(t) < ulty) + /t t b(s) ds -+ w(t).
Comoa(t) > 0, multiplicamos por a(t) en ambos mieml:jros:
w'(t) = a(t)u(t) < a(t)w(t) + a(t) {u(to) - /t: b(s) ds] :

Aplicando la versién diferencial (Lema 1.1) a la funcién w(t) con dato inicial w(tp) = 0, y deshaciendo la
integracién por partes para recuperaru(t), se deduce directamente la desigualdad buscada. [ ]

I 1.3 Estimaciones Globales en Tiempo Finito y Estabilidad Continua

[

TEOREMA 2

Estimaciones Globales y Estabilidad respecto al Dato Inicial
Sea p(t) la solucién del problema de Cauchy (1):

1. Caso Acotado: Si|| f|leo < M en[to, ts] x RM, entonces |p(t) — yo| < M(t — to).
2.Caso Sublineal: Si | f(t,y)| < a(t)|y| + b(t) cona(t) > 0,entonces:

(t)] < exp ( / ) ds) ol + / on ( / a(r) dr> b(s) ds.

Consecuencia: No existe explosion en tiempo finito; la solucién es necesariamente global en [ty, t 7).
3. Caso Globalmente Lipschitz: Si| f(¢,y1) — f(¢,y2)| < L|y1 — y2| paratodoyi, y2 € RM.
o Cotarespecto aldatoinicial: |¢(t) — yo| < ftz exp(L(t — s))|f(s,y0)| ds.

o Estabilidad Continua (Sensibilidad a perturbaciones del dato inicial): Si ¢(t) y 1 (t) son soluciones
condatosiniciales yy y 2, respectivamente:

|p(t) — »(t)] < exp(L(t —t0))lyo — 20|, 'Vt € [to, ty].
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DEMOSTRACION: ESTABILIDAD CONTINUA RESPECTO AL DATO INICIAL

Restando las formulacionesintegrales de ambas soluciones:
t
P(8) = $(8) = (o — 20) + | 1F(o,0(6)) = £(o,6(s))] .
0
Tomando lanorma euclideay usando la desigualdad triangular junto con la propiedad de Lipschitz global:
t t
[o(t) ~ w(0)] < lwo — 20l + | 17(6,0(6)) — Flo $(o)Ids < lyo — al + | Li(s) —b(s)] do.
0 0

Aplicamos directamente el Lema de Gronwall en su version integral (Lema 1.2) conu(t) = |p(t) — ¥(t)],a(s) =
Lyb(s) =0:

|o(t) = $(t)] < exp </t Ld8> |90 — 20| = exp(L(t — t0))lyo — z0l-

Esto demuestra que el problema continuo esta bien condicionado en tiempo finito: perturbaciones pequefas en
el datoinicial producen desviaciones acotadas exponencialmente. [ |



I 1.4 Esquemas Genéricos de Un Paso: Consistencia, Estabilidad y Convergencia
Para aproximar numéricamente la solucion continua ¢(t) en [to, t¢], introducimos una particién temporal:

P={tr<ti<ta<---<tn=ts}, hp=tpi1—tn, h= | max 1hn (didmetro de la particién).
SNSIV—

Definimos la derivada discreta temporal hacia delante:

Yn+1 — Yn
6yn+1 = +h—
n

Un esquema numeérico de un paso adopta la forma general:

(2)

Inicializacién: yo € RM
Pason+1: 9y, .1 = @0, Ynshn), n=0,...,N—1

donde ®(t,y,h) : [to, ts] x RM x [0, hmax] — RM es la funcién incremento, continua en (¢,7) y localmente
Lipschitzianarespecto de y. Si ® depende de y,, . 1, el esquema es implicito; sisélo depende de y,,, es explicito.

DEFINICION 1.2

Error Local de Consistenciay Ordenes de Consistencia

[

El error local de consistencia en la etapa n mide el residuo que deja la solucion exacta ¢(t) al ser sustituida
enlaformula del esquema numérico:

‘p(tn + hn) — Qo(tn)

En(h) - h’n

— ®(tn, ¢(tn), hn) € RM. (3)

« Consistenciaennorma L': Elesquemaes L'-consistente si || (E,(h))n||1 = ZnN:(’S)_l hn|En| — 0
cuandoh — 0.

« Consistenciaennorma L*: El esquema es L*-consistente si || (En(h))n|l0 = maxo<p<n—1|En| — 0
cuandoh — 0.

e Ordende consistenciap > 0: Decimos que el esquema tiene orden de consistencia al menos p si existe
unaconstante C' > 0y h, > 0talque:

|(En(h))nlli < ChP, Vh < h, (oennormaL®:|E(h)|. < ChP).
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CALCULO DE DERIVADAS DE LA SOLUCION EXACTA

Regla de la Cadena para Derivadas Sucesivas de ()

Dado que ¢'(t) = f(t,(t)), sus derivadas sucesivas respecto de t se obtienen diferenciando
reiteradamente mediante laregla de la cadena:

o '(t) = f(t, ().
o ") = L[f(t, o)) = filt, o) + £, (t, 0()@' (t) = fi + f, f = F1(E, 0(2)).
o O"(t) = F o)) = £+ £ = £t (1)),

Portanto, el desarrollo de Taylor de |la derivada discreta de la solucion exacta centradaent,, es:

Qp(tn + h;;) - QO(tn) _ f(tna <P(tn)) + %fl(tm QO(tn)) + %f2(tn, (p(tn)) + O(hi)

TEOREMA 3

Condiciones Algebraicas de Consistencia (Método de Taylor)

Desarrollando el error de consistencia E,, (h,,) en serie de Taylor respecto de hy, enelcentroh = 0:

L 3
azh +—a3h P o

En(hn) =ag + arh, + ol 31

donde los coeficientes son:

ap = f(tna So(tn)) - <I>(tn, So(tn)’ 0)’

a; = %fl(tnaw(tn)) - ah@(tn9go(tn)>0),
a2 = 3 1(tns (1)) — BB (ta, 9(2),0),

ar = _fk(tn’ (P(tn)) - 6}I§k¢'(tnv So(tn)’ O)'

Criterio Operativo de Consistencia:

+ Elesquemaesconsistente (orden> 1) <= qy =0 <= ®(¢,9,0) = f(¢,9).
+ Elesquematiene ordenalmenos2 <= ag = 0y 8, ®(t,y,0) = 3 f'(¢,y).
+ Elesquematiene ordenalmenos3 <= ay = a; = 0y 0%, ®(t,y,0) = %f (t,y).

» Elordenexactoespsiysdlosiag =a1 = -+ =ap—1 = 0ya, # 0.
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DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3

Pordefinicién: E,, (h,) = A(h,) — B(h,), donde:

tn + hn) — (s hy, h2 hy, h?

n

h2
B(h,) = ®(t,, ¢(t,), h,) = ®(t,, ¢(t,),0) + h,0,P(t,, ©(t,),0) + 7"822@(15,1, o(t,),0) + ...

Restando ambas expresiones término a término e igualando las potencias de h,:

Bulln) = [f = 8C,0 + | 37~ 08(,0)] b+ 3 |37~ (. 0) 12 ..

De aqui surgen de forma inmediata los coeficientes ay. La anulacidon de los primeros p términos garantiza que

Ep(hn) = O(h}). |

I 1.5 Lemas de Gronwall Discretos

Analogamente al caso continuo, el control del errory la estabilidad de esquemas discretos requiere lemas de tipo
Gronwall para sucesiones numéricas.

LEMA 2.1

Lema de Gronwall Discreto Estandar (Explicito)

[

Sean sucesiones de niimeros no negativos (%, ),>0, (@ )n>0, (bn)n>0 Y Pasos h,, > 0.Sise cumple:

Un+1 — U

OUpi1 = < apup+b, Yn>0,

n

entonces paratodon > 1:

n—1 n—1 n—1
Uy < €xp (Z hmam> ug + Z exp ( Z hkak> hmbm,.

m=0 m=0 k=m+1




[

\
[

DEMOSTRACION POR INDUCCION Y ACOTACION EXPONENCIAL

Paso 1: Relacion de recurrencia directa. Multiplicando lainecuacién por h,,:
Desarrollando los primeros términos:
1 < (1 + hoag)ug + hoby,
u2 < (14 hia1)ur + hibr < (14 hia1)(1 + hoao)uo + (1 + hiai)hoby + hibi.

Porinduccion completa para cualquiern > 1:

n—1

Up < (H(1+hmam ) Uy + Z ( H 1 +hkak)> hmbm
m=0 k=m+1

Paso 2: Acotacion de productos por exponenciales. Utilizamos la desigualdad elemental 1 + x < exp(m),
vélida para todo = > 0 (ya que la funcidn exponencial es convexa y su recta tangente enx = 0 es 1 4 z). Por
tanto:

n—1
H (1+ hgay) < H exp(hiax) —eXp< Z hkak)

k=m+1 k=m+1 k=m+1

Sustituyendo esta cota enla expresion de u,, se concluye lademostracion. [ ]

LEMA 2.2

Lema de Gronwall Discreto Generalizado (Implicito)

Sean sucesiones de nimeros no negativos tales que:

Upp1 — U

E < Aplnt1 + bnun + ¢n, Vn > 0.
h,

é‘un+1 =
Siel paso satisface la condicién de pequefiez:

1
h,a, < 3 Vn >0,

entonces la derivada discreta satisface la cota puramente explicita:

6un+1 < 2(an i bn)un + 2¢y,.

10



DEMOSTRACION RIGUROSA (;PREGUNTA TiPICA DE EXAMEN!)

Paso 1: Agrupacion de términos enu,, , ;. Multiplicamos lainecuacion % <a,u,.1 + byu, + c,porh,:

Uni1 — Up < hpaptin g + hpbyuy, + hycy.
Pasamos h,,a,u,+1 almiembro izquierdo:

(1 — hpan)uns1 — un < hpbpuy, + hpcp.
Sumamosy restamos (1 — hyay)u, en el primer miembro para reconstruir elincremento (up+1 — Uy):
(1 — hpan) (uns1 — un) + (1 — hpap)un — up < hpbpu, + hnep
(1 = hpan)(Uni1 — Up) — Bpapu, < hpbyu, + hyey
(1 — hpan) (uns1 — un) < hp(an + by)un, + hpcy.

Paso 2: Acotacion del factorinverso. Como por hipdtesis hpa, < 1/2, setiene que:

1 1
1-hya,>l—===>0 = —— <2,
2 2 1- hpan,

Dividiendo ambos miembros por h,,(1 — h,a,) > 0:

Upi1 — Up 1 1
b -
Py UL w

OUp i1 = cn < 2(an + by)un + 2¢p,.

Esto reduce la relacion implicita a la hipotesis del Lema de Gronwall estandar con coeficientes efectivos a,, =
2(a, +b,)yb, = 2¢,. |

I 1.6 Estabilidad Numérica y Teorema de Equivalencia de Lax

DEFINICION 1.3

Estabilidad L frente a Perturbaciones L

[

Consideremos el esquema numérico original (2) junto con cualquier esquema perturbado:

20 =Yo + € (4)
0zn+1 = P(tn, 2n,hn) + 6, n=0,...,N—1

donde € € RM representa un error en el dato inicial y §,, € RM representa perturbaciones locales en cada

etapa (errores de redondeo algebraico o residuos). Definimos el error de estabilidad como s,, = 2, — yp,.

El esquema es L>®-estable si existen h, < hpax y constantes Cy, C; > 0 independientes de la particion
tales que:

n—1
|snl < Colso| + C1 Y Aml|0ml|, Yn=1,...,N, Vh<h.

m=0

11
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TEOREMA 4

Condicion Suficiente de Estabilidad (Lipschitzianidad)

Si la funcién incremento <I>(t, Y, h) es globalmente Lipschitziana respecto a y con constante L > 0 (o si el
esquema permanece dentro de un dominio acotado donde ® es Lipschitziana), entonces el esquema (2) es
L -estable. Concretamente:

n—1
|sn| < eXp(L(tn - tO))|30| + Z eXp(L(tn - tm+1))hm|5m|’ Vn > 1.
m=0

DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE ESTABILIDAD

Restando la ecuacién del esquema no perturbado (2) de la del esquema perturbado (4):
63n+1 = 6zn+1 - 5yn+1 = (I)(tn’ Zny hn) - (ﬁ(tna Yn hn) + 671
Tomando lanorma euclideay aplicando la hipdtesis de Lipschitz:

108n+1| < [®(tns 2ns hn) — R(tn, Yn, n)| + [0n] < L|zn — yn| + |6n| = L|su| + |0n].

Observando que §|s,11| = ls"*lll'_‘s"‘ < |22 = |8spi1| < Lisg| + |d| Aplicamos el Lema de Gronwall
n n

Discreto estandar (Lema2.1) conu,, = |s,|,a, = Lyb, = |4,/

n—1 n—1 n—1
|s,| < exp (Z th> |so| + ) _exp ( > hkL> P |81 -
m=0 m=0

k=m-+1

Dado que Zn_l hm =ty —to Y ZZ;}nH hy = t, — t;, 1, queda demostrada la estabilidad con Cy =

m=0

eL(tfftU) yCl = eL(tfftO). .

TEOREMA 5

Teorema Fundamental de Equivalencia de Lax

«Consistencia mas Estabilidad implica Convergencia».
Sea e, = ¢(t,) — y, el error global de convergencia. Si el esquema (2) es L>®-estable y tiene orden de
consistenciap > 0, entonces el esquema es L>-convergente con el mismo orden p:

[(en)nlloo = max [p(t,) — yn| < ChP, Vh < h,.

0<n<N

12
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DEMOSTRACION MAESTRA DE LAX

La idea fundamental consiste en comparar la solucién exacta ¢(t,,) con el esquema numérico. Recordemos la
definicion del errorlocal de consistencia (3):

go(tn+1il— o(tn) = ®(tn, p(tn), hn) + En(hy).

iEsto significa exactamente que la sucesidn de la solucién exacta z, := @(t,) es la solucion de un esquema
perturbado (4) con perturbacion é, = E,,(hy,)ydatoinicial zg = ¢(to) = yo (esdecir,e = so = 0)!

Por tanto, el error de convergencia e, = go(tn) — Yy, coincide con el error de estabilidad s,. Aplicando
directamente la propiedad de estabilidad (Teorema 4):

n—1

’en’ = ‘Sn‘ < C’0‘60| +Cy Z hm|Em(hm)’

m=0

Siel datoinicial coincide exactamente, eg = 0. Ademas, por la hipdtesis de consistencia de orden p, se tiene que
SN b | Em| < | E(R)|l1 < CR?.En consecuencia:

m=0
N-1
P _— (C'hP
max |en| < C1 Zohm]Eml < C1Ch? = Ch?.

Queda demostrado con total elegancia que el error global de convergencia hereda el orden de consistencia
gracias ala estabilidad. [ ]

13



ANED — Super Apuntes P1 Tema 1: Catadlogo de Esquemasy Buena Colocacion Implicita

I 1.7 Catalogo Completo de Esquemas Clasicos de Un Paso

A continuacion se resumen los esquemas numéricos mas importantes de la asignatura, sus formulas, drdenes de

consistenciay condiciones de estabilidad:

Orden Condicion

Nombre del E Ti Férmula Matematica § = Mxizdn —
ombre del Esquema ipo 6rmula Matematica vy, 11 ™ » T
- . f Lipschitz
Euler Explicit Explicit t 1
wierexplietto xplietto F(tn yn) (Incondicional)
Euler Implicito Implicito f(tns1, Yni1) 1 h,L <1/2
Trapecio Explicito Explicito (2 . )
(Heun) et) % [f(tm yn) =+ f(tn+17 Yn + hnf(tm yn))] 2 f Lipschitz
Punto Medio Explicito (2 L h ) :
t = 21t 2 L hit
Explicito (Runge) et) f ( ntT 9 Yn T3 f( nayn)) f Lipschitz
Taylor 2 Explicito Explicito Ftnyyn) + 2o + £,5) (tny yn) 2 f, f* Lipschitz
Trapecio Implicito - 1
(Crank-Nicolson) izl 7 [f(tns ) + £ (tnss, ynsa)] 2 L
Punto Medio -~ tattn n+Yn
Implicito Implicito f (T“, 9—2u) 2 h,L <1
Taylor 2 Implicito Implicito f(tns1, Yns1) — % Ytns1, Yni1) 2 h,L <1/2
Trapecio Implicito- Implicito (2 Ynt+1/2 = Yn + hz” (fn+ fn+1/2); .
BDE2 et) B Wt _ g 2 hn L pequefio

n

1
Via1(Directa por Taylor):

Seag € C?. Desarrollamos O(tn + hp) enty:

! h2 /! h2 "
P(tn + hp) = @(t,) + ko' (t,) + 57 (&) = P(tn) + hyf(tn, p(tn)) + = @ (&n)-

Sustituyendo en el error de consistencia:

So(tn + hn) — So(tn)

Ba(h) = 22O (1)) = 227 ).

Tomando normas: | By (hn)| < % |¢"||c = O(hs) = Orden1.
Via 2 (ViaTeorema 3):

Aqui®(t,y, h) = f(¢,y). Claramente no depende de h:

ap = f(tn, p(tn)) — ®(tn, ¢(tn),0) = f — f =0 = Orden al menos 1.

1
a; = %fl(tm(p(tn)) — Op®(t,, p(t,),0) = %fl —-0= Efl # 0 = Orden exactamente 1.
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DEMOSTRACION: ESTABILIDAD DE EULER IMPLIiCITO (;POR QUE APARECE HyL < 1/2?)

Consideremos el esquema perturbado para Euler Implicito:

Znill = 2 =
% = f(tn+1, 2n+1) + 6n, ynJr;L—yn = Fltnrs, yura).
n

n
Restando ambas ecuaciones paraelerror s, = 2, — Yn:

Sn+1 — Sn

A = f(thrl, zn+1) - f(tn+1a yn+1) + On.

55n+1 =
n

Tomando normasy usando la condicién de Lipschitz | f (¢, 2) — f(t,y)| < L]z — y|:

Spn+1 — Sn
b,

|3n+1| - ‘snl
h, -

< L|3n+1| + |5n|

iEsta inecuacién tiene el término desconocido |sn+1| en el miembro derecho! Es exactamente la hipotesis del
Lema de Gronwall Discreto Generalizado (Lema 2.2) con a, = L, b, = 0y ¢, = |0,|. Bajo la condicion de
pequefez:

1
h’rLL S 5)
el Lema 2.2 garantiza que wﬂ < 2L|sy| + 2|0y, lo que por el Lema 2.1 estadndar conduce a la cota
exponencial:
n—1
|5n| < exp(2L(tn — to))|so| + 2 | exp(2L(tn — tm+1))hum O]
m=0
Esto prueba rigurosamente la L -estabilidad de Euler Implicito. [ ]

I 1.8 Esquemas Implicitos: Buena Colocacion y Métodos Iterativos

En un esquema implicito, para calcular el siguiente valor y,,,; a partir de y,, no basta con evaluar una formula: es
necesario resolver un sistema algebraico no lineal de dimension M.

F(y’ hn) =Y —Yn — h’n@(tn’y’ hn) =0.
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iPREGUNTA FIJA DE EXAMEN! (PLANTILLA DE 3 PASOS)

Existencia y Unicidad Local via Teorema de la Funcién Implicita (TFI)

Pregunta habitual: «Dado y,, probar la existencia y unicidad local de y,+1 aplicando el Teorema de la
Funcidon Implicita.»

Plantilla universal de respuesta perfecta para el examen:

1. Paso 1: Definirla funcién F'(y, h).
SeaF : RM x [0, hmax] — RM definida por:

F(y,h) =y — yn — h®(tn,y, h).

Como f (y portanto ®) es de clase ct respecto a sus argumentos, la funcion F'es de clase Clenun
entorno de (yy, 0).

2.Paso 2: Comprobar el punto base i = 0.
Evaluamosenh = O:

Portanto, (yn, 0) es unaraiz del sistema.

3.Paso 3: Calcular el Jacobiano respecto de y y verificar regularidad.
Diferenciando F'respecto alavariable incognita y:

8yF(y, h) = IdeM — h8y<I>(tn, Y, h)
Evaluando en el punto (yy, 0):
Oy F(yn,0) = Idarxar — 0 - 8y ®(tn, Yn, 0) = Idarxns-

La matrizidentidad es trivialmente regular (inversible), pues det(Id) = 1 # 0.

Conclusion por TFI: En virtud del Teorema de la Funcion Implicita, existen un entorno abiertoV C Rdeh = 0
,unentorno abiertoU C RM dey,, yunaunica funciéncontinuag : V — U talque g(0) = y, y:

F(g(h),h) =0, VheV.

Por tanto, para todo paso h suficientemente pequefio, existe una tnica solucién local y,+1 = g(h) en las
proximidades de y,,. |

A

Resoluciéon Numérica: Métodos de Punto Fijo (MAS) y Newton

Enla practicacomputacional, el valor exacto de y,, ;1 Se aproxima mediante algoritmos iterativos:

16
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A
[

METODO 1: APROXIMACIONES SUCESIVAS (MAS)

lteracién de Punto Fijo y* 1) = G(y(¥))

Reescribimos la ecuacionimplicitaenlaformay = G(y), donde por ejemplo para Euler Implicito:

G(y) = yn + hf(tnt1, ).
Laiteraciones y* ) = G(y*)) partiendo de y(¥) = y,,.

+ ConvergencialLocal: Por el Teorema del Radio Espectral de Ostrowski, el MAS converge localmente ala
raizyp+1 siy solosi:

P(VG(yn+1)) <1 <= hp(fy(tni1,yns1)) < 1.

» Convergencia Global (Banach): Si f es globalmente Lipschitzcon constante L, lafuncion G es
estrictamente contractiva si:

hL < 1.

« EnTrapeciolmplicito: G(y) = yn + 2 f(tn, yn) + 2 f(tni1,y) = VG = Lf, = convergenciasi
Bo(f,) <1 <= hp(f,) <2

METODO 2: METODO DE NEWTON (RAPHSON)

Algoritmo lterativo de Newton y Criterio de Regularidad

Para resolver el sistema no lineal F(y) = (, elmétodo de Newton aproxima la funcion por su plano tangente
enlaiteracion k:

F(y(k)) + F/(y(k))(y(kH) _ y(k)) -0 — F'(y(k))Ay(k) — _F(y(k)), yE+D) — (k) L Ay,

donde la matriz Jacobiana para Euler Implicito es:

F'(y) =1d — hfy(tat1,y)-
Condiciones de ConvergenciaLocal:

1. Condicion Necesaria y Suficiente: La matriz Jacobiana evaluada en la solucion F,(yn+1) =1d -
hfy(tn+1, Yns1) debe serregular (no singular). En ese caso, la convergencia es cuadratica localmente:
y* Y — yora| < Cly® — yora|*.

2. Condicién Suficiente de Pequefiez de h: Utilizando el desarrollo en serie de Neumann de (Id — A) 1, 1a
matrizId — h f, esinvertible para cualquier paso que satisfaga:

hp(fy(thrl,ynJrl)) < 1 (0 h”fy” < 1)

3. Convergencia Incondicional (Matrices Semidefinidas Negativas): Sila matriz Jacobiana f, es simétricay
semidefinida negativa (es decir, todos sus autovalores \; < 0):

autovaloresde ' =1 —h)\; >1>0, VYh>D0.

iPortanto, det(F’) > 1 # 0,y elmétodo de Newton es invertible para cualquier paso i > 0 sinninguna
restriccion de pequefiez!
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I 1.9 Problemas Disipativos y Estabilidad a Tiempo Infinito

Muchos modelos fisicos y bioldgicos estan definidos en intervalos no acotados [tg, +00). En estos casos no basta
la estabilidad en tiempo finito: es crucial preservar el comportamiento asintético hacia equilibrios.

DEFINICION 1.4

Sistema Disipativo y Funcién de Energia

[

Unsistemade EDOs /() = f(t,y(t)) enRM se dice disipativo si existen:

* Unafuncionde energia (o potencial) F' = F'(y) € R, acotada inferiormente (por ejemplo F'(y) > 0)y
coerciva (F(y) — +oo cuando |y| — +00).

« Una funciénde disipaciéon D = D(y) > 0tal que alo largo de toda solucién continua ¢(t):

S F(p(t) + D(p) =0, VE>0. )

Consecuencias Analiticas Fundamentales:
1.Como D > 0,laenergiaes mondtona no creciente: 4 F(¢(t)) = —D(p(t)) < 0.
2.Como F esté acotada inferiormente, existe el limite finito asintético limy ., , o, F/(¢(t)) = Fy, > 0.
3.Integrando laley de disipacién en [tg, +00): j;:oo D(p(t))dt = F(yo) — F < 400 (ladisipacion total
es finita).

4. Por coercividad de F, las trayectorias estan uniformemente acotadas en RM . En consecuencia, el

conjunto w(yo)-limite es no vacio, compacto, conexo e invariante, y esta contenido en la hipersuperficie
equipotencial:

w(yo) C {y. € RY : F(y.) = Fu}.
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LEMA 4 (LEMA MAESTRO DE DISCRETIZACION)

Aproximaciones Discretas del Producto Escalar (y'(t), y(t))

En el continuo, la derivada de la norma al cuadrado es (y/(t),y(t)) = 2 4|y(t)|>. En el discreto,
dependiendo del punto en el que se evalle el producto, surgen tres identidades algebraicas exactas:

1. Evaluacion Hacia Delante (Euler Explicito):

1 1
(Ynt1 — YnsYn) = ) (|yn+1|2 - |yn|2) - §|yn+1 - yn|2'

Efecto: Eltérmino residual —% ]ynH — Yn ]2 introduce una fuente artificial de energia (inestabilidad).

2. Evaluacion Hacia Atras (Euler Implicito):

1 1
(yn+1 - ynaynJrl) - 5 (|yn+1|2 - |yn|2) + Eyynntl - yn|2'

Efecto: Eltérmino residual —1—% |Yn+1 — Yn |2 introduce disipacion numérica artificial, reforzando la
estabilidad.

3. Evaluacion Centrada (Punto Medio / Trapecio):

Ynt1 + Y
(yn+1 — Yns u) = (|yn+1|2 - |yn|2) .

1
2 2
Efecto: jEl residuo es exactamente cero! El método del punto medio no disipa ni genera energia

cuadratica artificial.

\
[

DEMOSTRACION DEL LEMA 4

Basta desarrollarlasidentidades notables del producto escalar euclideo:

e Paral: |yn+1\2 = |yn + (Yn+1 — Yn) 2 = |yn|2 + 2(Ynt+1 — Yny Yn) + |Ynt+1 — yn|2. Despejando el producto

escalar se obtiene laférmulal.

e Paral: |yn|2 = ’ynJrl - (ynJrl - yn)|2 = |yn+1|2 - 2(yn+1 — Yn, ynJrl) + ’ynJrl - yn|2- Despejando se
obtiene laformula 2.

e Parad: (ynJrl ~ YUnrYUn+1 + yn) = |yn+1|2 - |yn|2

. Dividiendo por 2 se obtiene la férmula 3. B

I 1.10 Sistemas Gradiente: ¢y + VF' (y) = Oy Leyes de Energia Discreta

Un sistema auténomo y' = f(y) en RM se denomina sistema gradiente si existe un potencial F' € CQ(]RM; R)
acotado inferiormentey coercivo tal que f(y) = —V F(y).

Multiplicando escalarmente pory/(t):

(v (1), 9 (1) + (VE(y(),y'(t) =0 = [y'(t)]" + %F(y(t)) = 0.

Esta es la ley continua de disipacion de energia. La energia decrece estrictamente a lo largo de las trayectorias
salvo enlos puntos de equilibrio, donde VF(y,) = 0.
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DEFINICION 1.5

Estabilidad de Energia Discreta

Un esquema numérico dyp+1 = y"*;;y” para el sistema gradiente (6) es energéticamente estable sisatisface
la desigualdad discreta de disipacion de energia:

2

F(yni1) — F(yn) 4 Yntl — Yn <0, VYn>0. (7)
h., h.,
Propiedad asintética: Sumando telescopicamente h,, X (7) paran =0, ..., 00:
N-1 i1 — y 2
F(Z/N)"’nz_%hn %ﬂ" < F(yo)-

2
Como F' > 0, la serie es convergente, lo que implica que M;y” — 0,y bajomallaregular, y, 1 — y, — 0.
El conjunto w-limite discreto esta formado exclusivamente por puntos criticos V F' (y.) = 0.

TEOREMA 9 (;PREGUNTA ESTRELLA DE EXAMEN! — ENERO 2025)

Esquema de Convex Splitting (Implicito-Explicito)

Supongamos que el potencial admite una descomposicion de la forma:

F(y) = Fe(y) + Fe(y),

donde F. es convexa (D*F, > 0) y F, es concava (D?F. < 0). Se define el esquema de Convex Splitting
(evaluando la parte convexa de formaimplicitay la parte céncava de forma explicita):

yn%_yn + VFC(yn+1) + VFe(yn) =0. (8)

Entonces el esquema es incondicionalmente energéticamente estable para cualquier paso h,, > 0.
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DEMOSTRACION MAESTRA VIA DESIGUALDADES DE CONVEXIDAD/CONCAVIDAD

Paso 1: Recordar las desigualdades de convexidad y concavidad.
Por ser F, una funcion diferenciable y convexa, su grafica queda por encima de su plano tangente en cualquier
punto:

F,(2) > F.(y) + (VF.(y),2 —y), Vy,z€RY.
Eligiendoy = ynt+1yY 2 = Yn!
Fc(yn) Z Fc(ynJrl) + (VFc(ynJrl)a Yn — yn+1) = Fc(yn+1) - (VFc(yn+1)a Yn+1 — yn)'

Reordenando:

Fc(yn—l-l) - Fc(yn) S (VFC(yn+l)7 Yn+1 — yn) (A)

Por ser F,, una funcion diferenciable y concava (es decir, — F,, convexa), su gréfica queda por debajo de su plano
tangente en cualquier punto:

Fe(z) SFe(y)+(VFe(y),z—y), Vy,ZERM-
Eligiendoy = yny 2 = Yn+1:
Fe(yn+1) - Fe(yn) < (VFe(yn)a Yn+1 — yn)' (B)

Paso 2: Suma de desigualdades y sustitucion del esquema.
Sumando (A)y (B):

F(ynt1) — F(yn) = [Fe(ynt1) — Fe(yn)] + [Fe(ynt1) — Fe(yn)] < (VFe(yn+1) + VFe(Yn); Ynt1 — Yn)-

Ahora despejamos la suma de gradientes a partir de la definicion del esquema (8):

_Ynt1 —Yn

VFc(yn+1) + VFe(yn) = 3

= _5yn+1'
Sustituyendo en la desigualdad anterior:
Yni1 — Y 1
F(yn+1) — F(yn) < (—% Yntl — yn) = =7 lyni1 — gl
n n

Dividiendo ambos miembros por h,, > 0:

2

2
F(yn+1) B F(yn) < — Yn+l — Yn — F(ynJrl) B F(yn) + Yn+l — Yn < 0.
b, b, b, hoy
iQueda demostrada la estabilidad incondicional de energia! Valida para cualquier tamafio de paso h,. [ ]
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iPROBLEMA DE EXAMEN ENERO 2026!

Ley de Energia Discreta para el Punto Medio Implicito via Taylor Centrado

Enunciado oficial: Consideramos el sistema gradiente auténomo y' = —F'(y) con F € C3(R). Se
aproxima por el método implicito del punto medio:

Yn+1 — Yn R Yn+1 + Yn
hn, 2 '

Probar que el método satisface laley de energia discreta:

F(yn+1) - F(yn) Ynt1 — Yn ? 12 11 " " Ynt1 — Yn ’
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DEMOSTRACION COMPLETA PASO A PASO (LA TECNICA DEL CORREO DE DAVID GOMEZ)

Paso 1: Simetria respecto al punto medio.
Definimos el punto medio y = w y el incremento A, = yp+1 — Yn. Observemos que ambos extremos se
encuentran exactamente ala misma distancia de y pero en direcciones opuestas:

A

.Y -
Yn+1 =Y 5 Yn =Y 5

Paso 2: Desarrollos de Taylor de orden 3 conresto de Lagrange centrados en 4.
Desarrollamos F'(y,+1) concentro en § e incremento + %”-:

"= 2 " 3
F(yn11) = F(9) + F’(g)% + FT(y) (%) + # <%> v &n € (§, Yn1)

_ A
Desarrollamos F'(y,) con centro en j e incremento — S

) =F@ - FoF+ 2 (-5) + T2 (-5) . me

como (~5)’ =+ (5)'y (-3)° = - ()"

F(u) = F@) - P52 + 20 (%) _ ) (A_>

Paso 3: Restar ambas ecuaciones (jCancelacion magica de los términos pares!).
Alrestar F'(yn+1) — F(yn):

* Lostérminos constantes F'(g) — F(g) = 0se cancelan.

« Lostérminosimpares de primer orden se suman:F'(y)%ﬂ — (—F’(gj)%n) = F'(y)A,.
R 2 " (g 2 R
e Lostérminos cuadraticos paresFT(y) (%) se cancelanidénticamente.

 Lostérminos de orden 3 se suman: é 2%, (F"(&,) + F"(n,))A3.

Obtenemos laidentidad exacta:

S (F"(6) + " ()3, (©

(=P R

F(yni1) — F(yn) = F'(§)An +

Paso 4: Despejar F’(f) y multiplicar por el esquema.
Dividiendo (C)por A,, = Ypi1 — Yn'

— /8 Yn+1 —F Yn 11
Pg) = Tl 2T 2 L6+ P ) )
Ahora, el esquema numérico establece que:
Yn+1 — Yn _
+h - _Fl(y)

Multiplicamos ambos miembros por #x—2z

2
Yn+l — Yn (s Yn+1 — Yn
() = -r (25

Sustituimos la expresion obtenida para F'(g):

2
Yn+1 — Yn . F(yn+1) — F(yn) ll " " _ 2 Yn+1 — Yn
( B ) o { o —gn 62 G TEm)(gner ~ 1) } < ha > '
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Distribuyendo el producto:

2 3
Yn+1 — Yn _ F(ynJrl) B F(yn) 11 " " (yn+1 - yn)
(i) — He) = PO0) 2 L6 + P 2= )

Paso 5: Multiplicar y dividir el residuo por hi y reordenar.
Reescribimos el término culbico para que aparezca la derivada discreta al cubo y un factor h%:

3
(Yns1 — yn)3 — R2 (Ynt1 — yn)3 —R2 (yn+1 - yn)

hn h3 oo hnp,
Pasando —%;F(y") al miembro izquierdo:
F(yn+1) - F(yn) Yn+1 — Yn ? 211 1" Yn+1 — YUn ’

+ =h,=—(F F =1
iLa demostracion concluye con total exactitudy rigor! [ ]
Esquema de la Secante para Sistemas Gradiente: Preservacién Exacta
Paray = —F'(y) con F € C?(R), definimos la funcidn secante incremental:

Fly)F(z) p
Fp(yv z) = N . v
F'(z), siy =z
Elesquemadelasecantees:
yn+1_yn:_F( ):_F(yn+1)_F(yn)
hn PAYn+1s Y Ynt+1 — Yn '
Multiplicando ambos lados por £z
2 2
Yn+1 — Yn . F(yn+1) — F(yn) F(yn+1) — F(yn) Yn+1 — Yn
sz v — - + 0-
hy, b, b, b,

iElesquema de la secante satisface la ley de energia discreta con residuo exactamente cero (sin ningin error
de truncaturaen la energia)!
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I 1.11 Problemas Conservativos y Sistemas Positivos

[

SISTEMAS CONSERVATIVOS (HAMILTONIANOS PLANOS)
Sistemas Planos v’ = F'(v), v = —G'(u)

Consideremos el sistema plano:

{u'(t) = F'(u(t))
V'(t) = —G'(u(?))

Multiplicando la primera ecuacién por G’ (u) y la segunda por F” (v) y sumando:

d
WG (u) +v'F(v) =0 = 7 [G(u(t)) + F(v(t))] = 0.
La energiatotal E(u,v) = G(u) + F(v) se conserva exactamente en el tiempo continuo.
Ejiemplo clésico (Péndulo): u' =wv, v' = —sinu = F(v) = %vQ (energia cinética), G(u) = —cosu
(energia potencial).

* ElEsquema dela Secante:

o F(vn+1) — F(Un) o G(un—H) — G(un)
5un+1 - ) 5vn+1 - - .

Unt1 = Un Up 1 — Up

Multiplicando la primera por (v,,.; — v,,) ylasegundapor (4, ;1 — u,)yrestando:
5(F(’Un+1) I G(Un+1)) =0.

iConserva exactamente la curva de nivel de la energia hamiltoniana para cualquier paso h,!

« EulerImplicito: Si F'y G son convexas, disipa energia numéricamente: las trayectorias espiralan hacia el
origen.

» Euler Explicito: Introduce ganancia artificial de energia: las orbitas divergen rapidamente hacia el infinito.
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SISTEMAS POSITIVOS

Preservacion Incondicional de Positividad sin Newton

Consideremos el sistema positivo ¢y’ = —y. * f(y) + g(y) con f(y), g(y) > 0 para todo y > 0 (tipico en
modelos epidemioldgicos SIR/SIS y dindmica de poblaciones Lotka-Volterra). Si el dato inicial es positivo
1o > 0, lasolucidon continua permanece estrictamente positiva <p(t) > O paratodot > 0.

Esquema Lineal Desacoplado Implicito-Explicito:

Ynt+1 — V.
= = - = = —Ynp1 * F(Yn) + 9(Un)-
n
Despejando componente acomponente: = 1, ..., M:

Yn1( fi(yn)) = yn + hngi(yn) Yl = Fi(yn)
Comoyyn > 0,h, > 0,9(yn) > 0y f(yn) > 0:
y;+1>0, V’L':].,...,M, th>0

iEste esquema preservaincondicionalmente la positividad fisica del problema, es desacoplado y no requiere
resolver ningln sistema no lineal ni aplicar Newton!
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ANED — Super Apuntes P1 Tema 2: Problemas de Contorno (PCo)

2. Problemas de Contorno (PCo) para EDOs Lineales de 2°
Orden

I 2.1 El Problema Continuo y Método de Tiro (Shooting Method)

Consideramos el Problema de Contorno de Dirichlet para una EDO lineal de segundo orden en el intervalo acotado

[a, b]:

(9)

{(Ly)(fﬂ) = —y"(z) + p(2)y'(z) + q(x)y(z) = f(z), € [a,b]
y(a) =a, Yy b) =p

donde los datos satisfacen a,8 € R y p,q, f € C([a,b]). Buscamos soluciones clasicas ¢ € C*(a,b) N
C(la, b]).

[
TEOREMA 11 (TEOREMA DE LA ALTERNATIVA DE FREDHOLM)

Alternativa de Existencia y Unicidad
Para el problema de contorno (9) se cumple exactamente una de las siguientes dos alternativas:

1. Existe una dnica solucién ¢ de (9) para cualesquieradatos a, 8 € Ry f € C([a, b]).

2. El problema homogéneo asociado:

{(Lz/z)(w) — 0, z € [a,b]
YP(a) =0, %) =0

admite al menos una solucién no trivial ¢ # 0.

(10)

Consecuencia: La unicidad de la solucién homogénea (que la Unica solucién sea ¥ = 0) es condicion
necesariay suficiente para la existenciay unicidad del problema no homogéneo con cualquier dato de
contorno.
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DEMOSTRACION CONSTRUCTIVA VIA METODO DE TIRO (SHOOTING METHOD)

El método de tiro transforma el problema de contorno (con datos en los dos extremos) en una combinacion lineal
de dos Problemas de Valor Inicial (PVIs) que se disparan desde el extremo izquierdo z = a:

Loi=f
p1(a) = a, py(a) =0
Lyy; =0

pa(a) =0, py(a) =1

Porlalinealidad del operador diferencial L, para cualquier constante s € R, lacombinacion:

* PVI1(Nohomogéneo): { = solucidn g1 () bien definiday Unicaen [a, b].

e PVI2(Homogéneo): { — solucién 2 () bien definiday Unicaen [a, b|.

o(z) = p1(z) + sp2()
satisface automaticamente la ecuacion diferencial y la condicion en el extremo izquierdo:
Lyo=Lp+sLpy=f+s-0=F,
v(a) = pi(a) + sp2(a) =a+s5-0=a.

Para satisfacerla condicidn de contorno en el extremo derecho = b, imponemos:

p(b) = @1(b) + sp2(b) = B = spa(b) = B — 1 (b). (11)
Discusién de la Alternativa:
« Casol: py(b) # 0. Podemos despejar univocamente la pendiente de disparo:
_ B — p1(b)
Pa(b)
Lafunciénp(z) = pi1(x) + M—lgoz( ) es la tnica solucién del problema de contorno.

« Caso2: p2(b) = 0. Lafuncidn g, satisface pa(a) = 0y 2(b) = 0con Lys = 0.Como ph(a) =1 # 0,la
funcidn g9 es una solucidn no trivial del problema homogéneo (10).

Inestabilidad Numérica del Método de Tiro: En la practica, calcular s puede ser extremadamente inestable si
©2(b) ~ 0 (division por casi cero) o si el operador L tiene autovalores positivos grandes, lo que hace que los
errores de integracion crezcan exponencialmente como eb=a) porello se prefieren esquemas de diferencias
finitas globales. B

I 2.2 Principio del Maximo Continuo y Unicidad

[

TEOREMA 12 (PRINCIPIO DEL MAXIMO CONTINUO)

Propiedad de Extremo para q(x) >0
Supongamos que el coeficiente de orden cero es no negativo:q(a;) > Oparatodox € [a, b]. Entonces:

1.Si(Ly)(xz) < Oparatodoz € (a,b), entonces:

max ¢(z) < max{p(a),p(b),0}.

z€[a,b]

2.Si(Ly)(z) > Oparatodoz € (a,b), entonces:

min p(z) > min{p(a), ¢(3), 0}.

z€a,b|
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DEMOSTRACION COMPLETA EN DOS PASOS (;PREGUNTA CLAVE DE EXAMEN!)

Paso 1: Desigualdad estricta (Ly)(z) < 0.
Razonamos por reduccion al absurdo. Supongamos que el méaximo se alcanza en un punto interior z, € (a,b)y
que dicho valor méximo es estrictamente positivo, es decir, () = max,; ¢ > max{y(a), ¢(b),0} > 0.

Porlas condiciones necesarias de extremo local de una funcién de clase C?:
¢(z)=0 y ¢"(z) <0.
Evaluamos el operador diferencial en el punto x,:
(L) (@) = —¢"(z.) + p(z.) ¢ (2.) + a(=.) ().

Analizamos el signo de cada término:
o« —¢"(z,) > 0(puestoque p”’(z,) < 0).

« p(z,)¢'(z,) = p(z,) -0 =0.
e g(z,)e(z,) > 0(puestoqueg(z,) > Oporhipdtesisy p(z,) > 0 porhipdtesis de absurdo).

Sumando los tres términos no negativos:

(L) (zs) = 0.

iEsto contradice directamente la hipdtesis (L) (z) < 0paratodoz € (a,b)!Portanto, si Ly < 0, el maximo
no puede ser positivo en el interior.

Paso 2: Caso general (Ly)(z) < 0 mediante perturbacién exponencial.
Para extender el resultado cuando L < 0, introducimos la funcidn perturbada:

v:(z) = p(z) + eexp(Mz), € >0,

donde M > 0esunaconstante a determinar. Calculamos la accidn del operador sobre la perturbacion:

2

4 (M) 1 p(a)

. d (eM*) + q(z)e™® = eM* [-M? + Mp(z) + q(z)] .

L(exp(Me)) = -
Portanto:
L(pe)(z) = (Lp)(x) + eeM™ [-M? + Mp(z) + q(=)] -

Como p y g son continuas en el intervalo compacto [a, b], estan acotadas: ||p|lsc < +00 ¥ [|g|le < +00.
Elegimos M suficientemente grande de modo que:

—M? + M|pllso + lldlloc < 0.
Dado que Ly < 0yeeM?® > 0, deducimos que:

L(pe)(x) <0, Vze(a,b).
PorelPaso 1, ¢, satisface la cota:

max ¢, < max{yp.(a), ¢.(b),0}.

Como p(z) < ¢.(x)paratodozx € [a, b]:

TSP S MRS max{:(a), ¢:(b), 0}.

Tomando el limite cuandoe — 0" en ambos miembros, como . (z) — ¢(z) uniformemente:
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B S max{¢(a), ¢(b), 0}.

La demostracién gueda completamente establecida. [ ]
.
r

COROLARIO (UNICIDAD PARA Q(X) > 0)

Existencia y Unicidad Global del PCo

Sig(z) > 0en|a, b], el problema de contorno (9) admite una unica solucién para cualesquiera datos a, 3, f.

Demostracién: Sea 1) una solucion del problema homogéneo (LY = 0 en (a, b), ¥(a) = 9 (b) = 0). Como
Ly = 0 < 0, porel Principio del Maximo: max ¢ < max{0,0,0} = 0. Como L(—1) = 0 < 0, por el mismo
principio: max(—t) = —min¢ < 0 = min > 0. Enconsecuencia, 0 < miny < max < 0, lo que
exige que ¢ (x) = 0.Por el Teorema de la Alternativa (Teorema 11), existe una Unica solucién. B

\

I 2.3 Esquema de Diferencias Finitas Centradas de 3 Puntos

Discretizamos elintervalo [a, b] mediante una particion uniforme de [N subintervalos de longitud constante:

b—a

B —
N M

z, =a+nh, n=0,1,...,N.

Aproximamos la segunda derivaday la primera derivada en los nodos interiores x,, mediante formulas centradas:

LEMAS5

Férmulas de Derivacion Numérica Centrada y Restos de Taylor

[

1. Segunda Derivada Centrada:

_ 2
y"(wn) _ Y(2pi1) 21/}(:2%) +y(z, 1) B %y(4)(§n), € € (Tn1, Tns1)-

2. Primera Derivada Centrada:

Y(Tp+1) — Y Tn—-1 h2
y’(J?n) — ( + )2h ( ) o Ey///(nn)’ N c (mn71,$n+1)-

A

Sustituyendo estas aproximaciones en (Ly)(z,) = f(z»)y multiplicando toda la ecuacién por h?:

h
- (yn+1 - 2yn + yn—l) +pn§ (yn+1 - yn—l) + th2yn = hzfn

Agrupando coeficientes paralos tres nodos adyacentes Yn—1, Yn, Yn41:

L1n1 + CYn TnYnt1 = h2fn7 n=1,...,N—1
lpo1=-1-— p(mn)% (subdiagonal)
cn = 2 + q(x,)R? (diagonal principal) (12)
rn =—1+p(z,)%  (superdiagonal)
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Estructura Matricial Tridiagonal AY = b

El esquema se escribe como un sistema lineal de (N — 1) X (IV — 1) ecuaciones con incognitas ¥ =
T.
(y19y2"")yN—1) :

C1 T1 0 e 0 h2f1 — l()Oé
l1 C2 T9 e 0 h2f2
A 0 l2 C3 0 , b= .
: : R fn 2
0 N 0 lN,Q CN-1 h2fN,1 — TN,LB

Notemos que enlos extremos intervienen las condiciones de contorno Dirichlet:
2 h 2 h
b1 =h"f1 + L+pig)a by_1=h"fn_1+ 1—pyn-13 B-

Coste computacional: Al ser tridiagonal, se resuelve en sélo O(5N) operaciones con el algoritmo de Thomas,
frente a O(IN?3/3) de la eliminacién gaussiana clasica.

I 2.4 Principio del Maximo Discreto

TEOREMA 13 (PRINCIPIO DEL MAXIMO DISCRETO)

Cota Discreta de Extremos bajo Condicion de Malla

[

Supongamos que q(m) > 0en [a, b] y que el tamafio de malla satisface la condicion de pequeiiez:

hpll

1.
2 <

Sielvectordiscreto (y,)X_, satisface Ly, (y,) < Oparatodon = 1,..., N — 1,entonces:

< .
WaxX y, < max{yy, yn, 0}

Analogamente, si L, (y,,) > 0, entonces ming,,<y ¥, > min{y,, yn,0}.
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[
DEMOSTRACION COMPLETA VIA COMBINACION CONVEXA

Paso 1: Expresion de y,, en funcién de sus vecinos.
Lahipotesis Ly, (y,,) < Osignifica:

2 - 1  p, n 1 p,
p2 T | UnS \ 3z T gp JUn1 32 T g ) YUnit
Multiplicando por h2:

h h
(24 ¢,h*)y, < (1 +pn§> Dol 7 <1 - pn5> Ynt1-

Bajola condicion de malla % < 1,los dos coeficientes de los vecinos son estrictamente positivos:

h h
an::1+pn§>0? /anzl_pn§>0'

Susumaes:ay, + Bn = (1 +pn}—21) +(1— Pn%) —9

Paso 2: Razonamiento sobre el maximo interior.
Supongamos por reduccion al absurdo que el maximo se alcanza en un nodo interior m &€ {1, ...,N — 1} con
Ym > max{yo, yn,0} > 0.Enparticular, ym > 0y Ym > Ym—1,Ym > Ym+1. COMOgm > 0y y, > 0:

2ym S (2 9 thz)ym S AmYm—1 i /Bmym+1-

Dividiendo por 2:

a
Ym S ?mym—l + ﬂTmym—i-l-

Notemos que < > 0, %’l >0y + %ﬂ = 1. {Esto significa que y,,, esta acotado por una combinacidn lineal
convexa estricta de sus dos vecinos! Una combinacidon convexa estricta satisface:

Ym < max{ymfl ) ym+1}~

Para que esto no sea una contradiccidn con ser y,, el maximo, debe ocurrir la igualdad ¥, = Ym—-1 = Ym+1-
Propagando esta igualdad nodo a nodo hacia la izquierda y derecha, se deduce que todos los nodos deben ser
iguales, alcanzando el valor en los extremos ¥, 0 Yy . Contradiccion. Por tanto, el maximo no puede ser positivo
en elinterior. [ ]




BUENA COLOCACION, CONSISTENCIA Y CONVERGENCIA O (H?)
Propiedades Asintéticas del Esquema Centrado

» Buena Colocacion (Invertibilidad de A): Sig > Oy M%Hﬁ < 1,lamatriz A es de diagonal estrictamente
dominante:

h h
Icn| =2 +qnh'2 >2> |ln71| + |Tn| - ‘1 +pn§‘ + ‘1 _png‘ =2.
Por el Teorema de Gershgorin, A es invertible y existe una Unica solucion discreta (yn)fz\rzo.
« Consistenciade Orden 2: Porel Lema 5, el error de consistenciaes || E(h) ||, < Kh?.
« Convergenciade Orden 2:Sig(x) > gmin > 0,usando funciones barreray el Principio del Méximo
Discreto:

K .

Gmin

= — <
le(h)lloo = nax lp(an) = ynl <

I 2.5 Extensiones Criticas de Examen

[

EXTENSION 1(;PREGUNTA TiPICA! — ENERO 2025)

Formulacién Autoadjunta: Eliminacién de la Restriccién sobre /1

Toda ecuacién diferencial lineal —y"” + p(z)y’ + q(x)y = f(x) puede reescribirse en forma autoadjunta (o
conservativa) multiplicando por el factorintegrante:

r(z) = exp (— / " p(s) ds> > 0.

La ecuacion continua se convierte en:
—(r(@)y'(z)) +r(z)q(z)y(z) = r(z) f(z). (13)
Discretizando el término divergente en semipuntos Tnt1/2 = Tn + h/2:

_7'n+1/2(yn+1 - yn) — Tnfl/Z(yn - ynfl)
h2

+ TnQnYn = Tnfn-
Agrupando términos:

Tn+1/2
h2

Tn_1/2 Tn—1/2 + Tn+1/2
/ Yn—1 + ( / Y/ Yn+1 = Tnfn-

h2 h2 + ann) yn -

iVENTAJA COLOSAL EN EL EXAMEN!
Comor(z) = exp(— [ p) > 0es estrictamente positivo en todo [a, b], los coeficientes fuera de la diagonal
son siempre estrictamente negativos:

Tn+1/2
h2

Tn—1/2

% <0, rp=-—

g = = <0, Vh>D0.

iPor tanto, la matriz es simétrica y de diagonal estrictamente dominante para cualquier tamafo de paso h!

. . @ ... h
No es necesario imponer ninguna pequenez sobre el paso h (desaparece larestriccion % <1).
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[

EXTENSION 2 (;PREGUNTA DE EXAMEN! — JUNIO 2025)

Condiciones de Contorno de Neumann / Robin (' (a) = )

Cuando en un extremo no conocemos el valor de y(a) sino el flujo o derivada y/'(a) = a:

o Aproximacion No Centrada (Orden1):

Yr — Y
h

=a = Yy =1y — ah.

Sustituyendo enla primera ecuacién del esquemaenn = 1, se obtiene un sistemalineal. Inconveniente:

Reduce la precision global del método a orden O(h).

» Aproximacion Centrada con Nodo Fantasma (Orden 2 Global): Ahadimos un nodo ficticio exterior

x_; = a — hyaproximamos la derivada de forma centrada:

Y — Y-

2—h=a — y_1 = y1 — 2ha.

Evaluamos la ecuacion diferencial en el extremo izquierdo ¢y = a:

Y1 — 2Yo +y-1 Y1 — Y-1
B2 TRy

Sustituimosy_1 = y1 — 2hayladerivada centrada a:

y1 — 2yo + (1 — 2ha)
_ e
2y1 — 2y0 — 2h0[
_ 2

2 2 2
(ﬁ‘i‘QO)yo—ﬁyl:fo—a(Po—i—E)-

(2 + qoh®)yo — 2y1 = h*fo — a(poh® + 2h).

+ poa + qoyo = fo

+ poa + qoyo = fo

Multiplicando por h?:

iEsta ecuacidn proporciona la primera fila modificada del sistema matricial y preserva el orden 2 de

convergencia en todalamalla!

+ 90y = fo-

(14)
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3. Laboratorio Practico MATLAB: Guia de 5/5 en Practicas

[

REGLAS DE ORO PARA LA PRACTICA DE EXAMEN

Cémo Estructurar la Entrega para la Maxima Calificacién
La parte practica vale 5 puntosy sigue una estructura fija de 3 0 4 apartados:
1. Escribiruna M-funcion: Debe recibir '(f,1,yO, N, ...) o '(f, fy, |, yO, N) y devolver [t,y]". El vector 't debe
ser columna o fila coherente con la matrizde soluciones y".

2. Escribir un script de Test: Inicializa los parametros, ejecuta la funcion, y genera graficas con figure,
plot , legend, xlabel, ylabel, title y grid on .Siesunsistemaplano, se pidela drbitaenelplano
de fases marcando el puntoinicial con un circulo o cruz.
3. Calculo Analitico del Orden de Convergencia (EOC): Calcularel errorrespecto ala solucion exacta o
respecto a una solucion de referencia fina (Runge-Kutta4 con N = 10000 N = 10000)y estimarel
orden conla férmula de dos mallas:

_ log(E(h)/E(hy))
log(hy/hs)

35



I 3.1 Plantilla: Método de Trapecios Implicito con Newton Vectorial

function [t, y] = TrapImpl(f, fy, I, yo, N)
% TRAPIMPL Resuelve y' = f(t,y) en I=[t@, tf] con Trapecios Implicito y Newton
% y0 puede ser un vector columna de dimension M
t0 = I(1); tf = I(2);

(tf - to) / (N - 1);

linspace(t0, tf, N)';

length(y0);

= zeros(M, N);

y(:, 1) = yo(:);

% Parametros del metodo de Newton
Eps = l1le-8;
Nmax = 1000;

for n = 1:N-1
tn = t(n);
tnl = t(n+1);
yn = y(:, n);
fn = f(tn, yn);

% Estimacion inicial para Newton (predictor de Euler explicito)
z =yn + h x fn;

% Bucle de Newton para resolver F(z) = 0

for iter = 1:Nmax
% F(z) =z - yn - (h/2)x(fn + f(tn1, z))
F_val = z - yn - (h/2) » (fn + f(tnl, z));

if norm(F_val, inf) < Eps
break;
end

% Matriz Jacobiana: DF(z) = eye(M) - (h/2)xfy(tnl, z)
DF_val = eye(M) - (h/2) * fy(tnl, z);

% Incremento de Newton: resolver sistema lineal DF * dz = -F
dz = - DF_val \ F_val;
z = z + dz;

end

y(:, n+l) = z;
end
y =y'; % Devolver como matriz N x M
end




I 3.2 Plantilla: -Esquema Modificado

function [t, y] = ThetaMod(f, I, y@, N, theta)

% THETAMOD Implementa yn+1l = yn + hxf(tn + thetaxh, yn + thetax(yn+l - yn))

t0

= I(1); tf = I(2);

(tf

- t0) / (N - 1);

linspace(t0, tf, N)';
length(y0);
zeros(M, N);

51

= yo(:);

= le-8; Nmax = 1000;

1:N-1

tn = t(n); yn = y(:, n);
t_theta = tn + theta * h;

% Si theta = 0 es explicito puro
if theta = 0

end

y(:, n+l) = yn + h % f(tn, yn);
continue;

% Si theta > 0 aplicamos Newton para hallar yn+1

Z =
for

end

y(:,

yn; % guess inicial

iter = 1:Nmax

arg_y = yn + theta * (z - yn);

F_val = z - yn - h * f(t_theta, arg_y);
if norm(F_val, inf) < Eps, break; end

% Aproximacion numerica del Jacobiano o derivada

% Si f es escalar: DF = 1 - h * theta » fy(t_theta, arg_y)

% Mediante diferencias finitas complejas o perturbacion:

DF_val = eye(M) - h % theta * approx_jacobian(f, t_theta, arg_y);
z = z - DF_val \ F_val;

n+l) = z;
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I 3.3 Calculo Analitico del Orden de Convergencia (EOC)

% SCRIPT: OrdenTrapImpl.m

I = [0, 7]; yo = [2; 0.5];

Nmallas = 10;

N_valores = 10 * (1:Nmallas); % N = 10, 20, 30,
errores = zeros(Nmallas, 1);

h_valores = zeros(Nmallas, 1);

% 1. Solucion de referencia con RK4 muy fina (N = 1000)
[t_ref, y_ref] = RK4(Qf_presa, I, yo, 1000);

% 2. Bucle de mallas

for k = 1:Nmallas

N = N_valores(k);

[t_k, y_k] = TrapImpl(af_presa, afy_presa, I, yo, N);

% Interpolar solucion de referencia a los nodos t_k
y_ref_interp = interpl(t_ref, y_ref, t_k);

% Error en norma infinito (o norma 2)
errores(k) = max(vecnorm((y_k - y_ref_interp)', 2));
h_valores(k) = (I(2) - 1(1)) / (N - 1);

end

% 3. Calcular orden entre mallas consecutivas
ordenes = log(errores(1l:end-1) ./ errores(2:end)) ./ log(h_valores(l:end-1) ./ h_valores(2:end));

fprintf('\n——— TABLA DE CONVERGENCIA NUMERICA -—-\n');

fprintf(' N Paso h Error L_inf Orden Estimado\n');

fprintf('%4d %12.5e  %14.6e \n', N_valores(1), h_valores(1), errores(1));
for k = 1:Nmallas-1

fprintf('%4d  %12.5e  %l14.6e  %12.4f\n', N_valores(k+1), h_valores(k+1), errores(k+1), orden
end
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I 3.4 Ensamblado Matricial de Problemas de Contorno (PCo)

function [x, y] = DifFtaPCo(q_fun, f_fun, I, alpha, beta, N)

% Resuelve -y'' + q(x)y = f(x), y(a)=alpha, y(b)=beta con N subintervalos
I(1); b = I(2);

h=(b -a)/N;

x = linspace(a, b, N+1)';

% Nodos interiores x(2) ... x(N)
x_int = x(2:N);

g_vals = g_fun(x_int);

f_vals f_fun(x_int);

% Diagonales de la matriz tridiagonal A:

% c=2+q(x_n)xh*2, 1 = -1, r = -1
=N-1;

diag_c = 2 + g_vals * (h"2);

diag_1 = -1 * ones(M, 1);

diag_r = -1 * ones(M, 1);

% Montaje eficiente con spdiags
A = spdiags([diag_l, diag_c, diag_r]l, [-1, 0, 1], M,

% Vector de terminos independientes b

rhs = (h"2) x f_vals;

rhs(1) = rhs(1) + alpha; % Condicion de Dirichlet en
rhs(end) = rhs(end) + beta; % Condicion de Dirichlet

% Resolucion directa del sistema tridiagonal (O(N))
y_int = A \ rhs;

% Vector solucion completo incluyendo condiciones de contorno
= [alpha; y_int; betal;
end
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ANED — Super Apuntes P1 Blogue 4: Examenes Oficiales Resueltos al Detalle
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4., Examenes Oficiales Resueltos Paso a Paso

[

EXAMEN OFICIAL - 22 DE ENERO DE 2026

Primera Convocatoria (P1) — Curso 2025/26 (Teoria 5 puntos)

Problema: Consideramos el problema de Cauchy parauna EDO auténoma de tipo gradiente:

Yy =-F'(y), te€ [to,ty]
(FO) {y(to) =y €R

donde F' € C3(R). Soluciénexacta ¢ € C3[ty, t;]. Esquema del punto medio implicito:

Yn+1 — YUn — _F Yn+1 + Yn .
hn 2

1. Existencia y unicidad local de y,, 1 por el Teorema de la Funcion Implicita:

« Definimos H(y,h) = y — y, + hF' (52).Como F € C3(R), H esde clase C' (R x [0, hypay))-

« Evaluamosenh = 0: H(yn,0) =y, —yn +0=0.

« Derivamosrespectoay: 8, H (y,h) =1+ LF" () — §,H(y,,0) =1 #0.

« PorelTFl, existenentornos V de 0y U de y,, y unadnicafunciong : V. — U talque H(g(h), h) = 0.Por

tanto, para h,, pequefio existe un unico yn+1 = g(hy) cercade y,.
2. Método de Newtony condicion de convergencia:

+ Pararesolver H(y) =y — yYn + hnF’ (&f") = 0,lasucesion de Newton es:

(k) _ / (y(’“)+yn)
(1) _ () Hy®) w7 Yn + I 2

yrr =y — =
H, (k) hu * n
(y™) 1+ Lpr (y_2L+ )

» Condicion suficiente de convergencialocal: que la derivada H’(ynH) = 0.Bastaimponer que:

h, 2
—|F" ()| <1 <= h, < ————.
2 F @) max |F"|

(Siademas F es convexa, F” > 0,entonces H' > 1 > 0yNewton converge incondicionalmente para
todo h,, > 0).

3. Ley de energia discreta: Demostrada con total detalle en la Seccidn 1.10 mediante el doble Taylor de
orden 3 centradoeny = it

4. Error de consistenciade orden 2 (|E, | < Khi):

¢ En(hy) = Haal-tlo) o pr ()bl

 PorTaylorcentradoent, 1/2 = tn + hn/2:

¢(tn+1) _ ¢(tn)
hn

2
= §(tirpp) + 224" (62) = ~F'($ltnirjo)) + O(42).

¢(tn+1) + ¢(tn)
2

_ hi 1 ! ¢n+1 + ¢n / 2
= ¢(tni1/2) + gﬁb (&) = F — )= F'(¢(tni1/2)) + O(hy,).
o Alsumarambas expresiones, los términos principales se cancelanidénticamente:

En(hn) = —F'(¢(tns1/2)) + F'(¢(tns1/2)) + O(R2) = O(R2).
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[

Portanto, | E,| < Kh?2 con K dependiente de ||¢" ||co ¥ || F” || oo- ]

EXAMEN OFICIAL - 23 DE ENERO DE 2025

Primera Convocatoria (P1) — Curso 2024/25

Cuestion 1: Problema de Cauchy auténomo y' = f(y) + g(y), esquemaimplicito-explicito:

Yn+1l — Yn
h,

« TR F(y,h) =y —y, — h[f(y) + 9(yn)] = 0.Enh = 0, F(y,,0) = 0y, F(y,,0) =1 # 0.Concluye
por TFI.

= f(yn+1) + 9(yn)-

*) *)
« Newton: y(i+1) = y(k) — oy hn(F )+9(wn)) Convergencialocal asegurada sihp|f (Yni1)] < 1.

1_hnfl(y(k))
+ Consistenciaordenl:ag = [f(#) + g(¢)] — [f(#) + g(¢)] = 0 = ordenalmenos].
* Leyde energiadiscreta (Convex Splitting): Primitivas F' = —f(convexa)yG’ = —g(cdncava). Por

convexidad de F:F(yn—H) - F(yn) < F,(yn+1)(yn+1 - yn) = _f(yn+1)(yn+1 - yn)-

Porconcavidadde G: G(yn+1) — G(yn) < G'(Yn) (Yn+1 — Yn) = —9(Yn) (Yn+1 — Yn).
Sumandoy dividiendo por h,,:

. B i . 2
F(y"“}ln Flyn) | G(yﬂln Cn) < _(f(gnnn) +o(un) = — - <—y“+;1n y") |

Pasando al primer miembro queda probada la desigualdad < 0.

Cuestién 2: Problema de contorno autoadjunto —y” + q(z)y = f(x), ¢ > 0. Si f < 0, probar el principio
del maximo discreto max, y, < max{ya,yb, 0}. Resuelto rigurosamente en la Seccidon 2.4 como
combinacion lineal convexa de los vecinos.
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5. Chuleta Resumen de Formulas y Comandos de Examen

10 Mandamientos Matematicos para Aprobar el P1

1. TFlen 3 Pasos: Definir F'(y, h) = 0, verificar F'(y,, 0) = 0, calcular 8, F (yn, 0) = Id (regular)y concluir
entornoy funcién g(h).

2.Newton Local: Requiere que el Jacobiano F'(y,,. 1) seainvertible. Condicion suficiente: hp(f,) < 1.Si
fy < 0, jconvergenciaincondicional paratodo h > 0!

3. Taylor de Consistencia: ay = f — ®(-,0) = O(orden> 1);a; = %fl — 0,®(-,0) = O(orden > 2),
donde f! = fi + £, f.

4.Lema 4 de Productos Discretos: (y,+1 — Yn, Yn+1) aiade —|—%|yn+1 — yn|? (disipa); (Ynt1 — Yn, Yn)
anade —% |Yni1 — Yn|? (inestabilidad); en el punto medio se anula exactamente.

5. Convex Splitting: Si F,. esconvexa = Fe(yYn+1) — Fe(yn) < (VFe(Ynt1), Ynt+1 — Yn). SiFees
céoncava = F,(Ypi1) — Fo(yn) < (VF.(Yn), Yni1 — Yn). Sumary sustituir el esquema.

6. Punto Medio en Gradiente: Doble Tayloreny = (yn+1 + yn)/2. Alrestar se cancelanlos términos pares
de orden Oy 2. Despejar F'(g) y multiplicar por §yy,+1.

7.Secante: Multiplicar directamente por dy,,+1. El término residual es exactamente O.

8.PCoCentrado: [, = —1 — p,h/2,¢c, =2 + gnh? rp = —1 + pnh/2.Coste O(5N) conThomas.

9. Principio del Maximo Discreto: Requiere g(z) > 0y h||p||/2 < 1.Se demuestra despejando y,, como
combinaciénconvexade Yn_1€ Yni1.

10. Formulacién Autoadjunta: Multiplicar porr(z) = exp(— [ p). Elimina por completo la restriccion sobre
h porque los coeficientes fuera de la diagonal son siempre —rnﬂ/z/h2 < 0.
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